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第 1 章 多项式  

1.1 数域  

定义 1

设  是由一些复数组成的集合, 其中包括  与 . 如果  对和, 差, 积, 商具有 封闭性, 那么就称  为一
个 数域.

所有的数域都包含有理数域作为它的一部分.

 

1.2 一元多项式  

定义 2: 一元多项式,  次项系数

定义 3: 零多项式, 首项, 次数: .

加法交换律

加法结合律

乘法交换律

乘法结合律

乘法对加法的分配律

乘法消去律

定义 4

所有系数在数域  中的一元多项式的全体, 称为数域  上的 一元多项式环, 记为 ,  称为  的 
系数域.

 

1.3 多项式整除  

带余除法

对于  中任意两个多项式  和 , 其中 , 一定有  中的多项式 , 使
得

成立, 其中  或 , 并且这样的  是唯一决定的. 其中  称为 
商式,  称为 余式.

定义 5: 整除, 因式, 倍式
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定理 1

对于数域  上的任意两个多项式 , 其中  的充要条件是  除 
 的余式为零.

带余除法中  必须非零, 但  中  可以为零;

任意一个多项式都整除零多项式.

性质

1. 如果 , 那么 , 其中  为非零常数;

2. 传递性: 如果 , 那么 ;

3. 如果 , 那么

其中  称为  的一个 组合;

 

1.4 最大公因式  

定义 6: 最大公因式

引理

如果  成立, 那么  和  有相同的公因式.

定理 2

对于  中任意两个多项式 , 在  中存在一个最大公因式 , 且  可以表成 
 的一个组合, 即  中存在多项式  使

辗转相除法
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定义 7: 互素

定理 3

 中两个多项式  互素的充要条件是,  中存在多项式  使

定理 4

如果 , 且 , 那么 .

推论

如果 , 且 , 那么 .

多个多项式有类似的以上性质.

 

1.5 因式分解定理  

定义 8: 数域  上的 不可约多项式.

定理 5

如果  是一个不可约多项式, 那么对于任意的两个多项式 , 由  一定能
退出  或 .

因式分解及唯一性定理
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定义: 标准分解式 (首项系数为 )

 

1.6 重因式  

定义:  重因式, 单因式

定理 6

如果不可约多项式  是  的  重因式 ( ), 那么它是微商  的  重因式.

推论 1

如果不可约多项式  是  的  重因式 ( ), 那么  是  的
因式, 但不是  的因式.

推论 2

不可约多项式  是  的重因式的充要条件为  是  与  的公因式.

推论 3

多项式  没有重因式的充要条件是  与  互素.

去掉重因式:

 

1.7 多项式函数  

定理 7 (余数定理)

用一次多项式  去除多项式 , 所得的余式是一个常数, 这个常数等于函数值 .

推论

 是  的根的充要条件是 .

定理 8

 中  次多项式在数域  中的根不可能多于  个, 重根按重数计算.

定理 9

如果  的次数都不超过 , 而它们对  个不同的数  有相同的值, 即

那么 .
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1.8 因式分解  

代数基本定理

每个次数  的复系数多项式在复数域中有一根. 

复系数多项式因式分解定理

每个次数  的复系数多项式在复数域中都可以唯一地分解成一次因式的乘积.

实系数多项式因式分解定理

每个次数  的复系数多项式在实数域上都可以唯一地分解成一次因式与二次不可约因式的乘积.

 

1.9 有理系数多项式  

定义

如果一个非零的整系数多项式  的系数  没有异于 
 的公因子 (互素), 那么它就称为一个 本原多项式.

定理 10（高斯引理）

两个本原多项式的乘积还是本原多项式.

定理 11

如果一非零的整系数多项式能够分解成两个次数较低的有理系数多项式的乘积，那么它一定能分解成

两个次数较低的整系数多项式的乘积.

推论

设  是整系数多项式, 且  是本原的. 如果 , 其中  是有理系数多
项式, 那么  一定是整系数的.

定理 12

设  是一个整系数多项式, 而  是它的一个有理根, 其中  

互素, 那么必有  .特别地, 如果  的首项系数为 , 那么  的有理根都是整根, 而且
是  的因子.

定理 13 (艾森斯坦判别法)

设  是一个整系数多项式. 如果有一个素数  使得

1. ;

2. ;

3. ,

那么  在有理数域上是不可约的.

有理数域上存在任意次数的不可约多项式, 如 
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1.10 多元多项式  

定义: 单项式, 同类项,  元多项式

定义 10:  元多项式环, 多项式的次数

字典排列法

定理 14

当  时, 乘积  
的首项等于  的首项与  的首项的乘积.

推论 1

如果 , 那么  的首项等于每个  的首项的乘积.

推论 2

如果 , 那么

 次齐次多项式  称为  的  次齐次成分.

 

1.11 对称多项式  

定义 11

 元多项式 , 如果对于任意的 , 都有

那么这个多项式称为 对称多项式.

初等对称多项式

对称多项式的和与积, 以及对称多项式的多项式还是对称多项式.

定理 15 (对称多项式基本定理)

对于任意一个  元对称多项式  都有一个  元多项式  使得

并且  被唯一确定.

表示思路

1. 首项 (按字典排列法)  满足 ;
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2. 作对称多项式 , 由定理 14 推论 1 知其首项为 . 令 
;

3. 重复操作, 得到一系列对称多项式 .

方程在复数域有重根的充要条件

差积的平方  可以表示成

的多项式 . 由根与系数的关系知  是

的根, 故  是  在复数域中有重根的充要条件.

.

.

 

方法  

综合除法

例 表成幂和

image-20220701090925261

故 .

综合除法适合将多项式表成幂和, 对于单项式, 更好的做法是用二项式定理.

 

用 初等对称多项式 表出对称多项式

逐步消去首项法

待定系数法
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习题与定理  

1. 证明:  的是哪个根成等差数列的充要条件是 .

提示: 充要条件即 , 表为初等多项式, 并注意到 
.

 

2. 如果  与  互素, 那么  与  也互素.

 

3. 对于整系数多项式 , 如果  和  都是奇数, 那么  没有整数根.

 

4. 设  是方程  的根, 证明:  的初等对称多项式
可以表成  与  的多项式.

 

牛顿公式

由 , 比较  系数知

注:
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第 2 章 行列式  

2.1 引言  

2.2 排列  

2.3  阶行列式  

2.4 行列式的性质  

2.5 行列式的计算  

范德蒙德行列式

2.6 按行展开  

2.7 克拉默法则  

2.8 拉普拉斯定理  

 

习题与定理  

1. 由此可证明奇偶排列各半

 

2. 提示：按第一行展开

 

3. 友阵
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4. 正余弦

 

5. 求导法则

 

6. 代数余子式之和（按列拆开）
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7. 例题（提示：第一列减去第二列后，按第一列展开）
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第 3 章 线性方程组  

3.1 消元法  

3.2  维向量空间  

3.3 线性相关性  

3.4 矩阵的秩  

3.5 有解判别定理  

3.6 解的结构  

3.7 二元高次方程组  

引理 1

设

施数域  上的两个非零多项式，系数 ，  不全为零，则二者在  中有 非常数公因式 的充要条件是

定义 1 结式 

定理 1

 的充要条件是  与  有非常数的公因式，或者 ，  全为零.

定理 2

如果  是上述二元高次方程组的一个复数解，那么  就是  的一个根，反之亦然。

 

 

习题与定理  

1. 与基础解系等价的线性无关向量组也是基础解系。

2. 线性方程组
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的系数矩阵为

设  是矩阵  中划去第  列剩下的矩阵的行列式，则  是方程组的一个
解。

 

3. 设实数域上的矩阵  为：

1）如果 ，那么 .

2）如果 ，那么 .

提示：只要证明以  为系数矩阵的齐次线性方程组只有零解，也就是对于任一组不全为零的实数组 
，必有某  使 .

 

4. 求直角坐标方程

1） ；

2） ；

 

5. 求结式

1）  与 ；

2）  与 ；

3）  与 .
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第 4 章 矩阵  

4.1 矩阵的背景  

4.2 矩阵的运算  

4.3 矩阵乘积的行列式与秩  

4.4 矩阵的逆  

4.5 分块矩阵  

4.6 初等矩阵  

4.7 分块乘法的初等变换  

 

习题与定理  

1. 与如下这个矩阵可交换 的矩阵只能是准对角矩阵.

 

2. 如果  与所有的  阶矩阵可交换，那么  是数量阵.

 

3. 设 ， ，证明：行列式 
.

提示：右端是范德蒙德行列式的平方，左边是两个矩阵的乘积.

 

4. 若  存在，则

 

5. 可逆对称矩阵的逆矩阵对称，且不存在奇数阶可逆反称矩阵.

思路：若 ，则 .

 

6. 上三角矩阵的乘积仍是上三角矩阵，可逆上三角矩阵的逆仍然是上三角矩阵.
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7. 若  是  矩阵（ ），那么

 

8. 若 ， ， ，则：

提示：利用 .

 

9. 若  是  矩阵， ，则

若  且 ，则 .

 

10. 若  是  矩阵， ，则 

 

11. 若  是  矩阵， ，则 .

 

12. 若  都是  阶矩阵， ，则

 

13. 若  秩为 ，则有  列满秩矩阵  和  行满秩矩阵，使得 .
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14.  与  可交换   与  可交换
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第 5 章 二次型  

5.1 二次型及其矩阵表示  

数域  上的  元 二次型.

由  到  的一个 线性替换.

若系数行列式不等于零，则称该线性替换为 非退化 的.

合同变换 具有自反性、对称性、传递性.

 

5.2 标准形  

定理 1

数域  上任意一个二次型都可以经过非退化的线性替换变成平方和的形式.

定理 2

数域  上任意一个对称矩阵合同于一对角矩阵.

 

5.3 唯一性  

定理 3

任意一个复二次型，可以经过非退化线性替换变成 规范形 且唯一.

定理 4 惯性定理

任意一个实二次型，可以经过非退化线性替换变成 规范形 且唯一.

定义 符号差  正惯性指数  负惯性指数

定理 5 （对称矩阵的秩 与 合同的对角矩阵的元素个数 的关系）

 

5.4 正定二次型  

定理 6

 元实二次型正定  正惯性指数等于 .

推论：正定矩阵的行列式大于零.
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赫尔维茨定理

定理 7

实二次型正定  顺序主子式全大于零  所有主子式均大于零；

实二次型负定的充要条件是计数阶顺序主子式小于零，偶数阶大于零。

定理 8 ⭐️

对于实二次型  以下条件等价：

 是半正定的；

它的正惯性指数与秩相等；

存在实可逆矩阵 ，使得 ；

 的所有主子式皆大于等于零。

 

正交变换矩阵

正交相似对角化

配方法

若有平方项， 

若无平方项，可同时使用，

若无平方项，且项数较多，

行列初等变换

 即可

 

习题与定理  

1. 设  是一个  阶矩阵，则

1）  是反称矩阵 ；

2）若  是对称矩阵，则 .

 

2. 将  阶矩阵按合同分类，则总共有  种。

 

3. 一个实二次型可以分解成两个实系数的一次齐次多项式的乘积的充要条件是：秩等于 2 且符号差等于 
0，或者秩等于 1。

 

4. 若  是实对称矩阵，则：

则当  充分大时，  是正定矩阵。
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如果  正定，则  也正定。

如果  正定，则  也正定

 是半正定的

 

5. ⭐️  恒成立，且若  可逆，则  是正定矩阵.

 

6. 用非退化线性替换化下列二次型为标准形，并用矩阵验算所得结果：

 

7. 设 ，其中  是  的一次
齐次式， ，则  的正惯性指数 ，负惯性指数 ，且  的秩等于  的秩.

 

8. 反称矩阵合同于

 

9. 设  是  阶实对称矩阵，则存在正实数 ，使得对任一  维实向量 ，都有 .

 

10. 主对角线上全是  的上三角形矩阵称为特殊上三角形矩阵. 设  是对称矩阵，  是特殊上三角形矩阵，
则

 与  对应的顺序主子式有相同的值；
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若  的顺序主子式不全为 ，那么一定存在 ，使得  成对角形；

 

11. 证明：

1）如果  是正定二次型，那么

是负定二次型；

2）如果  是正定矩阵，那么 ，其中  是  的  阶顺序主子式；

3）如果  是正定矩阵，那么 ；

4）如果  是实可逆矩阵，那么 .
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第 6 章 线性空间  

6.1 集合与映射  

映射： ，原像： ，像： .

若 ，则称  为  到自身的 变换.

若 ，则称  为 恒等映射 或 单位映射，记为  或 .

映射的乘法适合结合律，即 .

若 ，则称  为 满射；

若 ，则称  为 单射；

若  既是满射也是单射，则称其为  对应 或 双射；

对于双射 ，定义其逆映射 .

若  分别是  到  和  到  的双射，则  是  到  的双射.

 

6.2 线性空间  

定义

加法

交换律： ;

结合律： ;

存在零元素： ;

存在负元素： ;

数量乘法

单位 ： ;

结合律： ;

分配律

;

;

注意这里的  也未必是一般意义下的加号

判断点

;

;

性质

1. 零元素唯一；
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2. 负元素唯一；

3. ；

4. 如果 ，那么  或 .

例子

一维线性空间：

三维线性空间：由矩阵  的全体实系数多项式组成的空间

 

 

6.3 维数、基与坐标  

线性组合、线性表出

定理 1

如果线性空间  中有  个线性无关的向量 ，且  中任一向量都可以经它们线性表
出，则  是  维的，且  是  的一组基。

 

6.4 基变换与坐标变换  

过渡矩阵： .

.

 

6.5 线性子空间  

定理 2

如果线性空间  的非空子集  对于  的两种运算封闭，则  是  的一个子空间。

零子空间

平凡子空间

解空间
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 中  生成的子空间： .

定理 3 

1. 两个向量组生成相同子空间的充要条件是这两个向量组等价；

2.  的维数等于  的秩。

定理 4

设  是数域  上  维 线性空间  的一个  维子空间，  是 W 的一组基，则这组向
量必定可扩充为整个空间的基。

 

6.6 子空间的交与和  

定理 5

如果  是线性空间  的连个子空间，那么它们的交  也是  是子空间。

交换律： ;

结合律： ;

多个子空间的交： .

定理 6

如果  是  的子空间，那么它们的和  也是  的子空间

注意子空间的和不一定等于二者并集

交换律： ;

结合律： ;

设  都是子空间，那么

.

定理 7（维数公式）

如果  是线性空间  的两个子空间，那么

推论

如果  维线性空间  中两个子空间  的维数之和大于 ，那么  必含有非零的公共向量。
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6.7 子空间的直和  

定义 9

设  是线性空间  的子空间，如果和  中每个向量  的分解式

是唯一的，这个和就称为 直和，记为 .

定理 8

和  是直和的充要条件是等式

只在  全为零向量时才成立。

推论

和  是直和 .

定理 9

设  是  的子空间，令 ，则  的充要条件是

定理 10

设  是线性空间  的一个子空间，那么一定存在一个子空间 ，使得 .

定义 10

设  是线性空间  的子空间，如果和  中每个向量  的分解式

是唯一的，这个和就称为 直和，记为 .

定理 11

设  是线性空间  的子空间，则一下条件等价：

1.  是直和；

2. 零向量的表法唯一；

3. 

4. .
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6.8 线性空间的同构  

定义 11

数域  上两个线性空间  与  称为 同构 的，如果由  与  由一个双射 ，且

1. ;

2. .

映射  称为 同构映射.

同构映射的性质

.

.

向量组线性相关的充要条件是，它们的像线性相关.

如果  是  的衣蛾线性子空间，那么  在  下的像集合是  的子空间，且  与  的维
数相同.

同构映射的逆映射、乘积还是同构映射.

定理 12

数域  上两个有限维线性空间同构的充要条件是它们有相同的维数.

 

习题与定理  

1. 证明：

 

2. 如果  是线性空间  中三个互素的多项式，但其中任意两个都不互素，那么它
们线性无关.

 

3. 若 ， ，那么 .

 

4. 和  是直和  .

 

5. 每一个  维线性空间都可以表示成  个一维子空间的直和.

 

6. 巧用单位根.
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7. 任意一个线性空间 ，至少有一个向量不属于  所有的非平凡子空间.
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第 7 章 线性变换  

7.1 线性变换的定义  

定义 1

例子：

把每个向量  变到它在  上的内设影的变换

恒等变换（单位变换）： .

零变换： .

数乘变换： .

微商： .

积分： .

注: 复数域上  不是线性变换.

性质
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7.2 线性变换的运算  

乘积： .

乘积仍是线性变换

乘积满足结合律

和： .

和仍是线性变换

和满足结合律与交换律

数量乘法： .

.

.

逆变换： .

逆变换仍是线性变换

乘方： .

.

.

线性变换  的多项式

 

例 1
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例 2

在  中平移也是线性变换

 

7.3 线性变换的矩阵  

定理 1：线性变换的存在性

设  是线性空间  中的一组基，  是  中任一  个向量，则存在唯一的
线性变换  使得 .

定义 2：基下的矩阵 

定理 2：线性变换及其矩阵
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定理 3：坐标的变换

定理 4：基变换公式

定义 3：相似 

定理 5

线性变换在不同基下所对应的矩阵是相似的；

两个相似的矩阵可以看作同一个线性变换在两组基下对应的矩阵.

性质
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若 ，则 .

 

7.4 特征值与特征向量  

目的：找到一组基，使得它的矩阵具有最简单的形式.

几何意义：特征向量的方向经过线性变换后，保持在同一条直线上.

 

例子：

数乘变换  的特征值只有 ，每个非零向量都是其特征向量.

求导变换  的特征值只有 ，特征向量只能是常数.

旋转变换  在  时没有特征值.

定义：特征子空间： .

特征子空间的维数  属于  的线性无关的特征向量的最大个数.

 

图论

命题 1

设一个有向图有  个顶点 ，它的邻接矩阵 ，令 ，则从 
 到  的长为  的路的数目是 .

命题 2

有向图中长为  的回路的数目为 .

 

定理 6

相似矩阵有相同的特征多项式.（联系几何意义）

推论：相似矩阵有相同的 迹、行列式

线性变换的特征多项式，线性变换的行列式

 

特征多项式系数的规律

设  是  阶矩阵  的特征多项式，则  是
矩阵  的  阶主子式直和.

推论： .
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哈密顿 - 凯莱 定理

设  是  的特征多项式，则 .

证明：设  的伴随矩阵为  (矩阵多项式)，则

展开后比较系数，代入可得 .

推论：设  是有限维空间  的线性变换，  是  的特征多项式，则 .

 

7.5 对角矩阵  

定理 7

设  是  维线性空间  的一个线性变换，  的矩阵可以在某一组基下为对角矩阵的充要条件是，
 有  个线性无关的特征向量.

定理 8

属于不同特征值的特征向量线性无关.

推论 1：如果  维线性空间  中，线性变换  的特征多项式在数域  中有  个不同的根，即  有  个
不同的特征值，那么  在某组基下的矩阵是对角形的.

推论 2：在复数域上的线性空间中，如果线性变换  的特征多项式没有重根，那么  在某组基下的矩阵是
对角形的.

 

定理 9：定理 8 的推广

如果  是线性变换  的不同的特征值，而  是属于特
征值  的线性无关的特征向量，那么向量组  也线性无关.

推论 1：  在某一组基下的矩阵成对角形的充要条件是， .

推论 2：若  在一组基下的矩阵是对角形，那么主对角线上元素除排列次序外是确定的，它们正式  的特
征多项式的全部的根 (重根按重述计算).

 

7.6 线性变换的值域与核  

定义 6：值域 与 核
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值域: .

核: .

秩: .

零度: .

定理 10：

设  是  维线性空间  的线性变换，  是  的一组基，在这组基下的矩阵是 ，则

1.  的值域  是由基像组生成的子空间，即 ;

2. .

定理 11

设  是  维线性空间  的线性变换，则   的一组基的原像及   的一组基 合起来就是  
的一组基，并且 .

推论：对于有限维线性空间的线性变换，单射  满射.

注：  不一定是整个空间.

例：设 ，则 .
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7.7 不变子空间  

定义 7：不变子空间

整个空间  和零子空间  对于每个线性变换  都是 子空间.

 的值域与核都是 子空间.

若线性变换  与  是可交换的，则  的核与值域都是 子空间.

 的值域与核都是 子空间 (因为可交换).

任何一个子空间都是数乘变换  的不变子空间.

 的属于特征值  的特征子空间  也是 子空间.

子空间的和与交还是 子空间.

不变子空间  上的线性变换： .

 

定理 12：哈密顿-凯莱定理的应用
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证明思路：

1.  是 子空间；

2. ；

3. 上述表示法唯一，即若有 ，其中 ，

则 .

定义 8：根子空间 .

 

7.8 若尔当标准形  

定义

若尔当块

若尔当形矩阵

引理

 维线性空间  上的线性变换 ,  是某正整数,就称  为  上 幂零线性变换. 对幂零线性变
换 ,  中必有下列形式的一组元素作为基:

使得  在这组基下的矩阵为
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定理 13

设  是复数域上  维线性空间  的一个线性变换，则  中一定存在一组基，  在这组基下的矩阵
是若尔当形矩阵，称为  的若尔当标准形.

定理 14

每个  阶复矩阵  一定与一个若尔当形矩阵显示. 这个若尔当形矩阵除去其中若尔当块的排列顺序外
由  唯一决定,称为  的若尔当标准形.

 

7.9 最小多项式  

引理 1

矩阵  的最小多项式是唯一的

引理 2

设  是矩阵  的最小多项式,那么  以  为根的充要条件是  整除 .

例

数量矩阵  的最小多项式为 ; 若  的最小多项式是  次多项式,那么  一定是数量矩阵

若  与  相似, 则 .

最小多项式相同的矩阵不一定相似

引理 3
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设准对角矩阵 ,  和  的最小多项式分别为 , 那么  的最小多项

式为最小公倍式 .

引理 4

 阶若尔当块

的最小多项式为 .

定理 15

数域  上  阶矩阵  与 对角矩阵相似 的充要条件是,  的最小多项式是  上 互素 的 一次因式 的乘
积.

推论

复矩阵  与对角阵相似的充要条件是  的最小多项式 没有重根.

 

平面直角坐标系可表示为 .

 

习题与定理  

1. 若 , 则 .

 

2. 可逆变换是双射.

单射: .

满射: .

 

3. 设  是线性空间  上的线性变换, 若 , 则  线性无
关.   且  在某组基下的矩阵是
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4. 设  是数域  上  维线性空间, 则

 上的与全体线性变换可交换的线性变换是数乘变换.

若  在任意一组基下的矩阵都相同,那么  是数乘变换.

 

5. 若 , 则 .

 

6. 若  可逆, 则  与  相似.

 

7. 若  与  相似,  与  相似, 则  与  相似.

 

8. 在  中, 微分变换  的特征多项式为 .

 

9. 设  是线性变换  的两个不同特征值,  是分别属于  的特征向量,则  不是  
的特征向量.

 

10. 若线性空间  的线性变换  以  中每个非零向量作为它的特征向量, 那么  是数乘变化. (利用 9., 
只能有一个特征值)

 

11. 设  是复数域上的  维线性空间,  是  上的线性变换, 且 , 则:

1. 如果  是  的一特征值, 那么  是  的不变子空间;
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2.  至少有一个公共的特征向量.

 

12. 设  是复数域上的  维线性空间, 而线性变换  在基 的矩阵是一若尔当块,则

1.  中包含  的 子空间只有  自身;

2.  中任一非零 子空间都包含 ;

3.  不能分解成两个非平凡的 子空间的直和.

 

13. 证明:  维线性空间中全体线性变换组成的线性空间是  维的.

 

14. 设  是数域  上  维线性空间  的一个线性变换, 则:

1. 在  中有一个次数  的多项式 , 使 ;

即

或者说 是线性相关的 共 个向量

2. 如果 ,  是  和  的最大公因式, 则 ; 
贝祖定理

3.  可逆的充要条件是, 有一常数项不为零的多项式 , 使得 . 

 

15. 对任一  复矩阵 , 存在可逆矩阵 , 使  是上三角形矩阵.
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16. 如果  是线性空间  上的  个两两不同的线性变换, 那么在  中比存在向量 , 使 
 也两两不同.

 

17. 设  是有限维线性空间  上的线性变换,  是  的子空间,  表示由  中向量的像组成的子空
间, 则:

 

18. 设 , 则:

1.  与  有相同值域的充要条件是 ;

2.  与  有相同的核的充要条件是 ;
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第 8 章  

8.1 矩阵  

定理 1

 的 矩阵  可逆的充要条件是  是一非零常数.

 

8.2 矩阵在初等变换下的标准形  

引理

设 矩阵的左上角元素 , 并且  中至少有一个元素不能被它除尽, 那么一定可以找到
一个与  等价的矩阵 , 它的左上角元素也不为零, 但是次数比  的次数低.

定理 2

任意一个非零的  的 矩阵  都等价于一个下述形式的矩阵 (标准形):

其中  是首项系数为  的多项式, 且

 

8.3 不变因子  

定义 5:  阶 行列式因子

设 矩阵  的秩为 , 对于正整数 ,  中必有非零的  阶子式,  中全部  
阶子式的首相系数为  的最大公因式  称为  的  阶行列式因子.

行列式因子在初等变换下不变

定理 3

等价的 矩阵具有相同的秩与相同的各阶行列式因子.

标准形的  阶行列式因子是 .

定理 4

矩阵的标准形是唯一的.
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标准形

定义 6: 不变因子

标准形的主对角线上非零元素  称为 矩阵  的不变因子.

定理 5

两个 矩阵等价的充要条件是它们有相同的行列式因子,或者它们有相同的不变因子.

⭐️ 可逆矩阵的标准形是单位矩阵 ; 与单位矩阵等价的矩阵一定可逆.

定理 6

矩阵  可逆的充要条件是, 它可以表成一些初等矩阵的乘积.

推论

两个  的 矩阵  和  等价的充要条件是, 存在  阶可逆矩阵  与  阶可逆矩阵 
, 使得

 

8.4 矩阵相似的条件  

引理 1

如果有  数字矩阵 , 使得 , 则  与  相似.

注意  是一个变量, 比较系数知: .

引理 2

对于任何不为零的  数字矩阵  和 矩阵  与 , 一定存在 矩阵  与  
以及数字矩阵  和 , 使得

展开  与  即得.

定理 7

设  是数域  上两个  矩阵,  与  相似的充要条件是, 它们的特征矩阵  和 
 等价.

 的不变因子简称为  的不变因子.

推论

矩阵  和  相似的充要条件是, 它们有相同的不变因子.

不变因子是矩阵的相似不变量, 因此可以定义线性变换的不变因子
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8.5 初等因子  

定理 8

两个同阶复矩阵相似的充要条件是, 它们有相同的初等因子.

引理 1

如果多项式  都与  互素, 那么

引理 2

设

如果多项式  都与  互素, 那么  和  等价.

定理 9

首先用初等变换化特征矩阵  为对角形, 然后将主对角线上的元素分解成互不相同的一次因式
方幂的乘积, 则所有这些一次因式的方幂 (相同的按出现的次数计算) 就是  的全部初等因子.

 

 

8.6 若尔当标准形的理论推导  

若尔当块的初等因子是 .

定理 10

每个  阶复矩阵  都与一个若尔当形矩阵相似, 这个若尔当形矩阵除去其中若尔当块的排列次序外是
被矩阵  唯一决定的, 它称为  的若尔当标准形.

定理 11

设  是复数域上  维线性空间  上的线性变换, 在  中必定存在一组基, 使  在这组基下的矩阵是
若尔当标准形, 并且这个若尔当形矩阵除去其中若尔当块的排列次序外是被  唯一决定的.

定理 12

复矩阵  与对角阵相似的充要条件是,  的初等因子全是一次的.

定理 13

复矩阵  与对角矩阵相似的充要条件是,  的不变因子都没有重根.
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8.7 矩阵的有理标准形  

定义 8: 友矩阵

对数域  上的一个多项式 , 称矩阵

为多项式 的 友矩阵. 

.

 有一个  阶子式等于 .

 的不变因子是 .

另证: 从最后一行逐次乘  后加到前一行上

定义 9: 有理标准形

准对角矩阵

其中  分别是数域  上某些多项式  的友矩阵, 且满足 
, 称为  上的 有理标准形矩阵.

引理

上述矩阵  的不变因子为 , 其中  的个数等于 
 的次数之和减去 .

定理 14

数域  上  方阵  在  上相似与唯一的一个有理标准形, 称为  的有理标准形.

定理 15

设  是数域  上  维线性空间的线性变换, 则在  中存在一组基, 使  在该基下的矩阵是有理标准
形, 并且这个有理标准形由  唯一决定, 称为  的有理标准形.
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习题与定理  

求标准形或不变因子

初等变换

求 .

求初等因子

 

1. 设  是数域  上一个  矩阵, 则  与  相似.

即证  与  等价, 而 , 二者对应子式互为转置, 故相等, 即 二者有
相同的行列式因子, 故二者等价.

 

2. 设 , 求 . 

则 与 可交换 且

 

3.  是  维线性空间  上的线性变换, 证明:

1. 若  在  的一组基下矩阵  是多项式  的友矩阵, 则  的最小多项式是 ;

即证  线性无关.

2. 设  的最高次的不变因子是 , 则  的最小多项式是 .

利用有理标准形矩阵
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第 9 章 欧几里得空间  

9.1 定义与基本性质  

定义 1: 欧几里得空间

设  是实数域  上一线性空间, 在  上定义了一个二元实函数, 称为 内积, 记作 , 它具有以下性
质:

1. ;

2. ;

3. ;

4. , 当且仅当  时, .

这样的线性空间  称为 欧几里得空间.

e.g. .

长度: .

柯西-布尼亚科夫斯基不等式: .

.

.

夹角: .

正交: .

勾股定理: .

若  两两正交, 那么

对于 ,

其中 , 矩阵

称为基  的度量矩阵.

⭐️ 若 , 则  的度量矩阵为 .

度量矩阵是正定的对称矩阵. 由此可以证明任意欧氏空间都存在标准正交基.
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9.2 标准正交基  

定理 1

 维欧氏空间中任一个正交向量组都能扩充成一组正交基.

定理 2

对于  维欧氏空间中任意一组基 , 都可以找到一组标准正交基 , 使得 
.

即要求  到基  的过度矩阵是上三角形的.

施密特正交化过程

定义 7

 阶实矩阵  称为 正交矩阵, 如果 

由标准正交基到标准正交基的过渡矩阵是正交矩阵;

若第一组基石标准正交基, 过渡矩阵正交, 那么第二组基也是标准正交基.

 

9.3 同构  

定义 8

实数域  上欧氏空间  与  称为 同构 的, 如果由  到  有一个双射  满足:

1. ;

2. ;

3. .

同构的欧氏空间有相同的维数.

每个  维欧氏空间都与  同构.

同构具有自反性, 对称性, 传递性.

定理 3

两个有限维欧氏空间同构的充要条件是它们的维数相同.
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9.4 正交变换  

定义 9

欧氏空间  的线性变换  称为 正交变换, 如果它保持向量的内积不变, 即对于任意的 , 都有 
.

定理 4

设  是  维欧氏空间  的一个线性变换, 则以下命题相互等价:

1.  是正交变换;

2.  具有保范性: ;

3. 若  是标准正交基, 那么  也是标准正交基.

4.  在任意一组标准正交基下的矩阵是正交矩阵.

正交变换 

若 , 则称为 第一类正交变换 (旋转);

若 , 则称为 第二类正交变换 (翻转).

 

9.5 子空间  

定义 10

设  是欧氏空间  中两个子空间, 如果对于任意的 , 恒有 , 则称 
 为 正交 的, 记为 .

一个向量 , 如果对于任意的 , 恒有 , 则称  与子空间  正交, 记为 .

;

.

定理 5

如果子空间  两两正交, 那么和  是直和.

定义 11

子空间  称为子空间  的一个 正交补, 如果 , 并且 .

.

定理 6

 维欧氏空间  的每一个子空间  都有唯一的正交补.

推论

 恰由所有与  正交的向量组成.

由于 , 故称  为 向量  在子空间  上的 内射影.
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9.6 实对称矩阵的标准形  

引理 1

设  是实对称矩阵, 则  的特征值皆为实数.

引理 2

设  是实对称矩阵,  的定义如上, 则对任意 , 有  或 
.

定义 12

欧氏空间中满足  的线性变换称为 对称变换.

引理 3

设  是对称变换,  是 子空间, 则  也是 子空间.

引理 4

设  是实对称矩阵, 则  中属于  的不同特征值的特征向量必正交.

定理 7

对于任意一个  阶实对称矩阵 , 都存在一个  阶正交矩阵 , 使得  成对角形.

定理 8

任意一个实二次型

都可以经过正交线性替换变成平方和

其中平方项的系数  就是矩阵  的特征多项式的全部根.

 

9.7 向量到子空间的距离  

定义 13

长度  称为向量  和  的距离, 记为 .

;

;

. 
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最小二乘法

 

9.8 酉空间介绍  

即复数域上的欧氏空间

定义 14

设  是复数域上的线性空间, 在  上定义了一个二元复函数, 称为内积, 记作 , 它具有以下性质:

1. ;

2. ;

3. ;

4. , 当且仅当  取等 .
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这样的线性空间称为 酉空间.

e.g. .

性质与定义

;

;

;

, 当且仅当  线性相关时取等;

正交 (相互垂直): ;

任意一组线性无关的向量可以用施密特过程正交化, 并扩充成一组标准正交基;

酉矩阵: . 两组标准正交基的过渡矩阵是酉矩阵;

酉变换: . 酉变换在标准正交基下的矩阵是酉矩阵;

埃尔米特矩阵: . 若线性变换的矩阵是埃尔米特矩阵, 那么它也是对称变换, 即 
.

 是酉空间,  是子空间,  是其正交补, 则 , 且  也是不变子空间.

埃尔米特矩阵的特征值为实数, 它的属于不同特征值的特征向量必正交.

若  是埃尔米特矩阵, 则有酉矩阵 , 使得  是对角矩阵.

设  为埃尔米特矩阵, 二次齐次函数

叫做埃尔米特二次型. 必有酉矩阵 , 当  时, 

 

习题与定理  

1. 利用不同的内积推出不同形式的柯西-布尼亚科夫斯基不等式.
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2. 三角形不等式: ; 距离的不等式: .

 

3. 设  是  维欧氏空间  中的一组向量,

证明: 当且仅当  时,  线性无关.

联系度量矩阵

 

4. 上三角形的正交矩阵必为对角矩阵, 且对角形上的元素为  或 .

 

5. 设  为一个  阶实矩阵, 且 , 证明  可分解成

其中  是正交矩阵,  是上三角形矩阵, 即
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且 , 并且这个分解式唯一的.

提示. 利用斯密特过程正交化、单位化，假设可以用两种方法表示，利用上一题结果证伪.

 

6. 设  为一个  阶正定矩阵, 证明存在一上三角形矩阵 , 使得

proof: .

 

7. 设  是  维欧氏空间  中一单位向量, 定义变换 :

证明:

1.  是正交变换, 这样的正交变换称为 镜面反射;

2.  是第二类的;

3. 如果  维欧氏空间中, 正交变换  以  作为一个特征值, 且属于特征值  的特征子空间  的维
数为 , 那么  是镜面反射.

提示: 扩充基后求基下的矩阵; 若两个变换对所有向量的作用相同, 那么这两个变换相同.

 

8. ⭐️ 实反称矩阵的特征值是零或纯虚数.

 

9. ⭐️ 设  是  阶实矩阵, 证明: 存在正交矩阵 , 使  为三角形矩阵的充要条件是  的特征值均
为实数.

 

10. 设  都是实对称矩阵, 证明: 存在正交矩阵 , 使得  的充要条件是  的特征值全
部相同.

 

11. 如果  是  维欧氏空间的一个正交变换, 那么  的不变自空间的正交补也是  的不变子空间.

证明: 设 , 则 , 故
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12. 欧氏空间  中的线性变换  称为 反称 的, 如果对于任意 ,

证明:

1.  为反称的充要条件是,  在一组标准正交基下的矩阵为反称矩阵;

2. 如果  是反称线性变换  的不变子空间, 则  也是.

思路:

1. ;

2. 设 , 则 .

 

13. 设  是欧氏空间  的两个子空间, 则

 

14. 设  是欧氏空间  的一个变换. 证明: 如果  保持内积不变, 即对于 
, 那么它一定是线性的, 因而也是正交变换.

思路 1: . 这样似乎行不通, 因为我们不知道  的秩.

思路 2: .

 

15. 设  和  是  维欧氏空间  中两个向量组, 证明存在一正交变换 , 使
得

 的充要条件为

充分性 证明: 令

则 , 对于  中任意一个向量 :

所以  是一个正交变换.
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16. 设 二次型  的矩阵为 ,  是  的特征多项式的根, 证明: 存在  中的非零向量 
, 使得

提示: 注意到 .

 

17. ⭐️ 设  是  维欧氏空间中两个不同的单位向量

1. 证明: 存在一镜面反射 , 使得 ;

2. 证明:  维欧氏空间  中任一正交变换都可以表成一系列镜面反射的乘积.
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第 10 章 双线性函数与辛空间  

10.1 线性函数  

定义 1

设  是数域  上的一个线性空间,  是  到  的一个映射, 如果  满足

1. ;

2. .

其中  是  中任一元素,  是  中任意数, 则称  为  上的一个 线性函数.

性质

.

如果 , 那么 .

定义: 零函数

例子

.

矩阵的迹: .

.

定理 1

设  是  上一个  维线性空间,  是  的一组基,  是  中任一  个数, 
存在唯一的  上线性函数 , 使得

 

10.2 对偶空间  

数域  中  维线性空间  上全体线性函数组成的集合记作 . 在正常定义的加法与数量乘法下, 
 称为数域  上的线性空间.

取定  的一组基 , 作  上  个线性函数如下:

则对于  中向量 , 有

引理

60

af://n1744
af://n1745
af://n1775


对  中任一向量 , 有  ,

而对  中任意向量 , 有 .

定理 2

 的维数等于  的维数, 而且  是  的一组基.

定义 2

 称为  的 对偶空间. 由  决定的  的基称为  的 对偶基.  的对
偶空间简记为 .

定理 3

设  及  是线性空间  的两组基, 它们的对偶基分别是  及 
. 如果由  到  的过渡矩阵为 , 那么由  到 

 的过渡矩阵为 .

定理 4

设  是一个线性空间,  是  的对偶空间的对偶空间.  到  的映射

是一个同构映射, 其中 .

即证 , 且若有零函数 , 则 , 又
因  与  维数相同, 故为同构映射.

 与  互为线性函数空间.
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10.3 双线性函数  

定义 3

 是数域  上一个线性空间,  是  上一个二元函数, 即对  中任意两个向量 , 根据  都
唯一地对应与  中一个数 . 如果  有下列性质:

1. ;

2. ,

则称  为  上的一个 双线性函数.

协方差是线性函数, 但不是双线性函数. 

方差是二次齐次函数, 但不是线性函数.

例子

欧氏空间中的内积.

.

.

一般形式

定义 4

设  是数域  上  维线性空间  上的一个双线性函数,  是  的一组基, 则矩阵

称为  在  下的 度量矩阵.

不同基下度量矩阵的关系

62

af://n1809


即同一个线性函数在不同基下的度量矩阵是合同的.

定义 5

设  是线性空间  上一个双线性函数, 如果

对任一 , 可推出 , 则称  为非退化的.

 为非退化的充要条件是其度量矩阵  为非退化矩阵.

定义 6

 是线性空间  上的一个双线性函数, 如果对  中任意两个向量  都有

则称  为 对称双线性函数. 如果对  中任意两个向量  都有

则称  为 反称双线性函数.

双线性函数是对称 (反称) 的, 当且仅当它在任一组基下的度量矩阵是对称 (反称) 矩阵.

定理 5

设  是数域  上  维线性空间,  是  上的对称双线性函数, 则存在  的一组基 
, 使得  在这组基下的度量矩阵为对角矩阵.

另证:
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如果  在  下的度量矩阵为对角矩阵, 那么对 

推论 1

设  是复数域上  维线性空间,  是  上对称双线性函数, 则存在  的一组基 , 

对  中任意向量  有

推论 2

设  是实数域上  维线性空间,  是  上对称双线性函数, 则存在  的一组基 , 

对  中任意向量  有

定义 7

设  是数域  上线性空间,  是  上双线性函数. 当  时,  上函数  称为与 
 对应的二次齐次函数.

两个双线性函数的度量矩阵  只要满足 
, 那么它们对应的二次齐次函数就相同.
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定理 6

设  是  维线性空间  上的反称双线性函数, 则存在  的一组基 
, 使得

对称双线性函数  如果是非退化的, 则有  的一组基  满足

这样的基称为 正交基.

反称双线性函数  如果是非退化的, 则有  的一组基  使得

非退化反称双线性函数的线性空间一定是偶数维的.

定义 8

设  是数域  上的线性空间, 在  上定义了一个非退化双线性函数, 则  称为一个 双线性度量空间. 
当  是非退化对称双线性函数时,  称为 正交空间; 当  是  维实线性空间,  是非退化对称双线性函
数时,  称为 准欧氏空间; 当  是非退化反称双线性函数时,  称为 辛空间. 有着非退化双线性函数  
的双线性度量空间常记为 .
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10.4 辛空间  

性质

1. 辛空间 ​ 中一定能找到一组基  使得

这样的基称为  的 辛正交基. 辛空间一定是偶数维的.

2. 任一  阶非退化反称矩阵  可把一个数域  上  维空间  化成一个辛空间, 且使  为  的一组
基  下的度量矩阵. 又此辛空间在一组辛正交基 

 下的度量矩阵为

故  合同于 . 即任一  阶非退化反称矩阵皆合同于 .
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